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Abstract. In this paper, an adaptive method for const ruction traiectory of a robot arm using neural network 
is developed. The method presents the process of curves reconstruction based on the approximation 
principle of curves and neural network capability. 
 
1. INTRODUCERE 
 

Calitatea constructiei traiectoriei unui brat robotic depinde foarte mult de selectarea 
unui model corespunzator. Pentru reprezentarea matematica a curbelor se foloseste 
reprezentarea algebrica sau parametrica [2,4,5]. 

Reprezentarea algebrica a unei curbe poate fi descrisa prin ecuatia: 
             ( ) 0=y,xF                    (1) 
 Reprezentarea parametrica utilizeaza diferiti parametrii, cum ar u si v, pentru a 
reprezenta un set de date de intrare, unde u corespunde distantei relative a unui punct care 
se deplaseaza de-a lungul curbei, iar (u,v) este distanta relativa pâna la curba. 

 Acest tip de reprezentare prezinta o serie de avantaje comparativ cu reprezentarea 
algebrica, cum ar fi: 
- o mai mare libertate în controlul formei geometrice a c urbei; 
- orientarea corespunzatoare a curbei; 
- valoare finita pentru panta  curbei. 

 
2 CURBE BÉZIER SI B-SPLINE 
 

Reprezentarea generala a curbei Bézier este data de ecuatia [4,5]: 

                                ( ) ( )∑
=

≤≤=
n

0i
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 În ecuatia (2) u este un parametru, Pi sunt puncte de control, Bn,i este functia 
Bernstein, iar n este gradul functiei Bernstein. 
 Functia Bernstein este definita prin ecuatia [4 ]: 

                               ( ) ( ) n,......,0i,u1uCuB inii
ni,n =−= −                  (3) 

unde i
nC   se reprezinta prin: 
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Expresia curbei B-spline este redata prin expresia [4,5]: 

          ( ) ( ) max

n

0i
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                           (5) 
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 În ecuatia (5) u este un parametru, Pi sunt punctele de control, iar Ni,k(u) este functia 
de baza B-spline normalizata. 
 Functia de baza este dete rminata de relatia recursiva [4 ]: 
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respectiv:  
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 Alegerea marimelor { } ( )hn,......,1,0i,? i +=  are o influenta importanta în 
reprezentarea functiei de baza B-spline. Acestea trebuie sa satisfaca relatia 1ii ?? +≤ . Daca 
se alege un vector al nodurilor uniform, atunci [4]: 
                                     hi10? i ≤≤=  

                                1ni1hhi? i +≤≤+−=                    (8) 
                               1hn2n2hn? i ++≤≤++−=  
 O alta forma a reprezentarii curbelor B-spline este reprezentarea B-spline rationala, 
care este definita de relatia [4]: 
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unde P i  sunt punctele de control, iar R i,h sunt functiile de baza B-spline rationale, 
reprezentate prin [4 ]: 
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 În ecuatiile (9 ) si (10), marimea 0? i≥  este definita ca pondere pentru valoarea i.  
  
3. METODA ADAPTIVA PENTRU CONSTRUCTIA TRAIECTORIEI UNUI BRAT 

ROBOTIC 
 

Retelele neuronale artificiale pot sa descrie o aplicatie complexa, si sa o rezolve în 
acelasi timp, prin autoorganizarea retelei si nu prin program. Procesul de autoorganizare are 
loc pe parcursul unui proces de învatare obtinut prin cooperarea unei topologii initiale, a unor 
reguli de învatare si a unui numar mare de antrenamente.  

Pentru a specifica o retea neuronala artificiala sunt necesare urmatoarele        
elemente: numarul de neuroni, modul de interconectare, modul în care semnalele sunt 
combinate la intrarea neuronului, functiile de activare, metoda de învatare folosita la 
antrenarea retelei. 

Faza cea mai importanta în proiectarea unei retele neuronale artificiale de orice tip 
este învatarea. O retea neuronala învata prin instruire, considerându-se instruita daca 
aplicarea unei multimi de vectori de intrare va produce iesirea dorita. Cunostintele unei retele 
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neuronale artificiale sunt înglobate în ponderile sale, ponderi care se ajusteaza în faza de 
antrenament. Valorile ponderilor obtinute în faza de învatare, în cazul retelelor neuronale sunt 
echivalente cu algoritmul principal, în cazul sistemelor implementate prin programarea 
clasica. 

Metoda adaptiva urmareste realizarea procesului de reconstructie a curbelor, proces 
bazat pe combinarea principiului de aproximare a functiilor si capabilitatile retelelor neuronale. 
Metoda utilizeaza functiile Bernstein ale reprezentarii Bézier si functiile de baza ale 
reprezentarii B-spline, care sunt combinatii liniare de functii neliniare, ca functii de baza ale 
procesului de reconstructie a curbelor. 

În  cadrul algoritmului adaptiv, punctele de control ale functiilor  Bézier si B-spline sunt 
considerate ca si ponderi si sunt antrenate în procesul de învatare cu o anumita rata si cu un 
anumit numar de iteratii. Faza de antrenare este terminata când este îndeplinit criteriul de 
eroare sau dupa un numar prestabilit de iteratii, obtinându-se ponderile care reprezinta 
punctele de control ale functiilor Bézier si B-spline. Functiile Bézier si B-spline fiind controlate 
prin intermediul punctelor de control, se utilizeaza aceste puncte în locul coordonatelor 
datelor de intrare.  

Algoritmul de învatare propus în cadrul metodei adaptive este algoritmul bazat pe 
metoda celor mai mici patrate. 

Pentru aplicarea metodei adaptive pentru constructia curbelor s-a ales functia Bézier 
cubica, pentru care avem:  

                                          
( ) ( ) ( )
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3 2
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2 3

Q u 1 u P 3 u 1 u P

3 u 1 u P u P
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+ − +
                                    (11) 

Ponderile se obtin utilizând metoda celor mai mici patrate, având expresia [2]: 
                                         ( ) ( )i i 3 , i kw k 1 w k B e+ = + α          (12) 

 
4 STUDIU DE CAZ 
 

Se considera traiectoria miscarii unui brat robotic definita de punctele : 
x1=10.00, y1=10.00; x2=12.55, y2=22.79; x3=17.53, y3=34.92; x4=24.43, y4=45.52; 
x5=33.77, y5= 55.23; x6=44.12, y6=59.91 ;x7=55.95, y7=62.19; x8=68.85, y8=62.88 
x9=80.67, y9=58.70; x10=90.20, y10=55.42 ;x11=100.06, y11=47.90;  x12=110.82, 
y12=40.47 ; x13=122.14, y13=33.98; x14=133.75, y14=28.58 ; x15=146.45, 
y15=23.93; x16=158.88, y16=20.53 ; x17=171.52, y17=18.05;  x18=184.21, y18=15.38 
x19=197.34, y19=12.65; x20=210.00, y20=10.00 
Folosind reteaua neuronala având ca functie de baza curba Bézier de gradul trei  s-a 

aproximat curba definita de punctele (x1,y1),.....,(x20,y20). 
Pentru a aproxima curba s-au determinat punctele de control ale curbei Bézier de 

gradul trei: )w,w(P y0x00 , )w,w(P y1x11 , )w,w(P y2x22 , )w,w(P y3x33  si eroarea dintre 

curba aproximata cu ajutorul retelei neuronale si curba teoretica care trece prin punctele 
(x1,y1),.....,(x20,y20).  

Pentru a determina punctele de control si eroarea de aproximare s-a obtinut cu ajutorul 
limbajului AutoLISP programul RECUNOASTERE FORMELOR GEOMETRICE.lsp. Prin 
rularea programului s -au obtinut: 

Introduceti eroarea E: 0.001;  
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Introduceti rata de invatare: 0.25; 
Introduceti ponderea initiala w0x: 10.00; 
 M  
Introduceti ponderea initiala w3y: 10.00; 
 Introduceti numarul de iteratii:1000 
Introduceti valoarea x 1:10.10 
 M  
Introduceti valoarea y 20:10.00 
Punctele de control w0x,w1x,w2x,w3x,w0y,w1y,w2y,w3y si eroarea sunt: 
39.16   139.35   210   10   124.50    2.99    10       0.98). 
Programul realizeaza si reprezentarea grafica a curbei aproximate prin metoda 

adaptiva de constructie a curbelor (Figura 1). 

           X

Y

 
Figura 1 Reprezentarea grafica a curbei aproximata prin retele neuronale cu functia de baza Bezier 

 
5. CONCLUZII 
 

Comparativ cu alte tipuri de retele neuronale, metoda adoptiva propusa prezinta 
urmatoarele diferente: 
- functiile de baza au o reprezentare parametrica (Bézier sau B-spline); 
- retelele pentru modelul Bézier, respectiv B-spline sunt  functii cunoscute. Intrarile sunt 
reprezentate print-un set de date, obtinute  în conformitate  cu forma  curbei si pot fi 
aproximate prin curbe Bézier si B -spline; 
-      iesirile dorite sunt punctele de control ale functiilor Bézier si B-spline, considerate ca 
ponderi. 

Principalele limitari în aplicarea metodei sunt: 
- împartirea datelor în segmente trebuie realizata astfel încât sa nu apara 

discontinuitati geometrice între segmentele curbei; 
- gradul functiilor de baza Bézier sau B-spline trebuie ales în concordanta cu geometria 

curbei de aproximat. 
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